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§ 1. l ntroduccion,
En un cs pacio de Hilbert, dado un sistema ort.on orm a] cumplelu I qJk I
y un sistema orton orrna ] ( no neces ariarnente comple tn) ! if; k I, se dclinr-
un opcrador T como signe :
(k 1, 2, 3, ••• ), (1)
donde cs una suc cs iun de num crus com pl cjos , I,0S opcradoT(~s
de este t ipo Iueron c s tudi ad os a nte s de la ap ar ic ion de la t e or ia cspectral
por P. A. M. Dirac [5] pues juga han nn p ape] important e en sn con ocid a teo-
ria de transf'orniac ioncs en me cau ica cuant ica .




Hecicnlemenle, Hobert Schatten [1) traba]o COil estos operadores en Iorr a mas
s is tema tic a con el objet o de e stud iar los opcrad or es comple ta me ntr- continuos
ut i l izanrlo una norac ion par eci da a Ia usada por Dirac ;
T (3j
En cl pre sen te lrabajo a los operad or es de e ste tipo los Ilamarem os ff ope-
radores de Schauen If y usaremos la notacron (3). Los operadore s de
Schalten no forman una algebra, raz on por la cual no se han es tudiado en la
te oria de Algebras de Banach, salvo casos de operadore s com plet ament e con-
t inuos ,
EJEMPLO 1.
En el espacio el opcrad or s
, s d2
d:/












CP17 = y2 sen n 77X I, 2, 3, • •• ).
POl' otra parle, el operador T+S no es de Schalten (vel' el a-
pend ice ).
•
En est e articulo se dernues tra que los operadores de Schaltcn forman un con-
junto den so dentro de e ie rt a c1ase de operadores (acotados y no ac otad os ) •
o sea que, para cualquier operador T t al que T*T t ie ne dominio
den so en el e apac io , dado E >0 cx iste un oper ador dc Schalten
tal que es ac ot ad o y
IIT-TE II<E.
Esto e s, s i el dominio de T * T es dcnso en cl e s pac io, el operador
T es aproxim able pOl' los operad ores de Schauen .
§ 2. Nociones PreJiminares.
LEMA 1.
Sea H un operador hermit ico. ,acotado y pos it ivamente de lini do en lin e s >
pacio de 1-1 ilbcrt f~ Si
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para algun cntonc cs ex is te un t a l que Ia suee-
s ion
! II u " CPo II I
converge a un valor [in it o •
OBSERV ACION •
La dem ostrac ion del Lema I e s inmcdi ata ut il iz a ndo l a te or ia cspectral de
un operador aut o e adjunto [2] .. aqui daremos una de mostrae ion d ire cta [3] •
DemosLracion.
[I] C ons ide rernos los su be spac ios
2H cP, •••
[n 1, 2, 3, • •• ).
Sea Pn la proyccc ion de m sobre m n
EI op erador es un ope rarlor herm it ico de m en
11'Cn • y se Iiene que
20
lim H a=l1an para todo
n.-+oo
Por la diagonalizacion de Hn ' ex iste una base or tonorma]
del subespacio ·mn ) form ada por los vec rore s
prop io s de I opc rador H
17.
(k = 1, 2, , •• , 12) •
Scan
(1)
COIIIO es una su ce s ion acotada, ex iste una s uhs uc es io n que con-
verge debi lmente a un elemenLo de "YT'G , digamos a CPo' Para rna-
yor sencillez suponga mos que :
(debi() . (2)
(i) Primero de mostremos que
Supongamos que CPo::: O. Se t endr ia por (1)
( debrl ) , (3)
luego
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II qJ 11:s I im II 'CPn II • (4)
De (1), sc ti en e que II ~n II :s II <P II ' o sea
II <P II ~ lim II ern II







< H qJ. <p> '" lim < Hn $n ' 'CPn > ~ lim < Cpn ' 'CPn> '" II rp 11
2
n~oo n-)OO '
10 cual cont radi ce a la h lpote s is , L uego <Po to.
(ii) De (2) se t ie ne
,
(H )'-)~ ... HV<p (debil), para tod o v,n n 0
luego
esto es ,








( para t.odo i/ )
Esto es, la suce sion III flvCPo/IIHvolcpolll es crec iente, Si su limi-
te es mayor que 1 se t ienc que la suc es io n 1IIIlvCPoIIl diverge a + oo ,




II Ilv CPo II
IIHv-1CPo II
;;::1. para todn v. (8)
o sea que la suce s ion III HV CPo II I es deereeienle, por 10 tanto t ien e





Sea H Ull operador hermitieo, poai tivament.e def in ido tal que
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m 11<p11;: II H<PII;: M II <p11 (m, M Son constautes )
para todo cP E: ~ , entouc es s e t ien e
DemOSlracion.
(ii) Supongamos que exis te cP ta l que
Enlonces existe r < m tal que
<H<p,cp> < r[[cpI12







Sea T un operador acorado de ~ en ~ • s i
II T ev II
Sup Ilcpll = M. Inf~ = m (M t m )I lev II
entonces para todo ,\. m < ,\ < M, existe una de sc ompos ie ion del e spac io
tal que
[1] implica <Tcp, TljJ> = 0
[2] Sup II TCPII < x ~ In] II TCPII
CPE17t2 Ilcpll evE1rCj Ilevll
OBSERV ACION •
Abreviadamente se nota la propiedad [1] como sigue
Demos tracion.
Sea II = T' T (T' es el adjunto de T) enlonces II es her -
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mitico y poxi t ivum eu te del'inido. Scan
(i) Si a E m2• a f 0 enLonces se ti enc que
Por (9)
o sea
IJ Hall~ A211all .
,
Por 10 tanto
II T a I~2 = < H a • «>: II H a II II all ~ A2 II all 2 •
esto es
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(ii) Supongamos que :
i I T cp II
!lcpll
< ,\





2Hb,H b , ••• por el Lema 1 existe
lim
v->""
bo E: 1"frG2 (absurdo!). Por 10 tanto
> ,\
(iii) Sean cp E 11(.1 ' tf; E: 71'(,2' Entonces
luego




Sea T un operador acorado de ~ en ~ con II T II = M. Sean










1T'(o es el niicleo de T, Y Y1'(, k es el sube spacio correspondien-
te al inlervalo [ Ak r Ak_l]' Esta desc ompostcion se ll ama II ~ p'arti -
cion del espacio i1rzJ corres pond iente a la part ie ion
, 0 I,
De (i) y (ii) se t ien e
28
Oemostracion •
Aplieando el Teorema 1 para A = Ak exi steu tales
que
In] II T cp II
CPE,rr: Ilcpllk
II T cpll <
IIcp II
Sean
7Tto = el nue leo de T
ILk-l
,
< )< 7C.k-1 )





es un sube spaci o de ~ • Si rp E ~ 8m entonces
cP ..L rCk (para to do k)
o sea
(para todo k).
Esto es II T cP II = 0 , ya que Ak ~ 0 (k ~ 00) , 0 sea que
cP E 'Yrf Por 10 tanto te nemos'· ....0·
OBSERVACION.
Sea 17Ttk, k = 1, 2, 3, ••• I una familia de subespacios de% y s i
T k (k = 1, 2, 3, ••• ) son operadores acotad os de m k en .~ ta-
1es que ,
( para todo k.. C = constarue ) ,
( para todo k, i , k T j ) , enton -
ces se puede definir un operador T como sigue
Tcp ~oo Tk CPkk=1
es la proyecci on de cP sobre rrrc.k' En rea lidad
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luego
esto cs, el ope rador T e s ta bien defin ido para todo cP E ~. ade-
k
T. Evidentemente. la re str icc ion de T almas C es una cota de
subespacio 'TY'(,k es igual a T k.
•
§ 3. Operadores acotados con inverso acotado.
LEMA 2.
Sea /I un operador hermitico tal que
para t odo cP E ~
E:Jm (M • m) « m (10)
entonces
impl ica I< /I cP, If > I sEll cpII Illf II .
NOTA.





Sin perd ida de general idad supongamos
Si T = qJ + 1 t/J ( 1 = real) se ti ene
<lIqJ+ IJlt/J, cP+ It/J>
1+ 12
Tomando 1 = aim se oht ie ne
M>
o sea :
2 M <m ?
a2 < m 3m -M < E""
ya que
m m
1 + (2 -~) >.1.
m




Se puede modif icar la hi pot.e s is del Lema 2 como sigue
Demostraci<>n.
Si exi sten qJ, «/J E ~ tales que
< H qJ, qJ> > 0, < H «/J, «/J > < 0
en tonces tenem os , para real
< H ( cr + £ «/J), q:: + t «/J > = £2 < H cp , qJ> + 2 £ R e < H cp , «/J > + < H «/J, «/J > ,
por 10 tanto existe un valor real de tal que
< H (cp + £ «/J) , (cp + £ «/J ) > = 0 < mil q:: + t «/J II 2 ,
y esto c ontrad ic e a la h ipote s is •
Por 10 tanto, H
finido. Si H
-H.
es positivamente de l'in ido, <> , H es negativamente de-




Sea T un operad or acot ado , si co ns ta nt c para 1000 qJ
en t onc e s
<qJ,!/J>=0 impliea
COROLARIO 2.
Si IITqJl1 ~ A (eonslanle) para todo qJ E %. entonees T
II qJl i
es un operador de Schauen •
En realidad, para cual quf er sis lerna ortonormal complete tenemos:
•
COROLARIO 3.
Sea H un oper ador herm it ic o tal que
II H qJ II
II qJII
( constante ) •
Enronces ex iste un sistema orto norma l corn pl eto , ! ~k' (ik • tal que
Demos trae ion.
Los valores propios de H (si exi ste n) son A 0 -A
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Sean
~ + = el subespac io dc terminado por tod os los vectores propios
correspondientes al valor propio A.
~ _ = el suhe spac io determinado por todos los vectores propios




'll'C.. = ~ e I ~+ (jJ ~_ I ,
e ntonc e s
H o7f'G ..L H ( ~+ (jJ ~_ ) ,
e st o e s
H 7It c 7ft
Si cxiste un tal que o entonces




H ep2 A epj + •• •
Como II H ep211 = A se tie ne
Por 10 tanto se obtie ne
e st o es imposible ya que H no t iene vect.ore s propi os en 11'( .
o sea que
<Hep,ep> to (para to do ep ~ 'TTt ) .
Si para algunos ep, t/J E r(l'( t.ene mos
<Hep,ep> >0, <Ht/J,t/J> <0,
,
por la de mos trac ion de la Nola del Lema 2 exi ste un real tal que
<H(ep+ tt/J), (cp+ tt/J»=O ( imposible ! ) ,
e st o es, H es poai tivarne nt.e definido 0 negalivam ente definido en'TFt.
Si H es pos it ivam e nt e definido, por el Corolario del Lema I tenemos :
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por 10 tan ro
Hep Acp,
pero esto es imposible pucsro que no hay ve ctore s propios en 'rrt
De la mi sma manera H no puede ser negativamenLe de l'in ido, A s i s e
concluye que '1ft = ! 0 I o sea :
es una base ortonormal de ~... y I CPh I es una base or-
tonorma l de ~_ se tiene :
•
TEOREMA 2.
Sea T un operador acotado de ~ sobre ~ 1 = T 1r tal que
m > 0 (12)
St E'" V m(M - m) «m, enLonces exis te un operador de SchaLLen,. S
ta] que










< C x I y> = < C x I a x> + < C x I x>
a < C x I x> + < C x I "f >
(17)
De (16)y(17)
Il C 'kx'Yk I <i k l l =tr:
< l I - j [< C x, x>
i xi Yil IIxl12
(por el Corolario del Teorema 1 y por el Lema 2)
< Ilxllllyll (M-m) + E IlxllllYl1 = E (1+:)llxIIIIYII ~ Ellxlillyll I (18)
puesto que E« m •




Por 10 tant o :
IlL. x . Yep. -x" Ckk xk l/Jk IIt t t k= 1
00
= II L x . C'k l/Jk - Lk=l Ckk xk l/Jk IIk,i t t _
2 t=IIL I~ x.Ct·kll/Jkll=IL IL C·kx·1 I, k it k t k it k t t
Definimos ah ora el operador de Schauen S COIllO sigue
S = L
k
C kk l/Jk ~ epk ( 6 S epk = C kk l/J )k •
Entonces, para X=LX.ep.,
t t







IIT-S II < E (22)
•
Tamhien t de (21) y de (14)
5-1 .' 5.1.1. 1'f'k =--CPk
Ckk
(k=1.2. 3, ••• )
(23)
T-1: T-1l/Jk = ~ Bk·cp··
itt
(k=1.2.3 •••• )
Aplicando el proced imiento anterior al ope rador T-1 se tiene
, IIT"l_S·lll~ E' (24)
donde
E' = fir (~- tI) -L «..L.171M M
ya que E «171.
•
N61ese que el operador 5 de lin ido en (21) es hermit ico si T es her-
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mit ico y posit.ivamente definido puesto que




§ 4. Densidad de los operadores de Schatten.
TEOREMA 3.
Sea T un operador acotado de
E >0 existe un operador de Schatten S
(i '= 1, 2, 3, • .• I ,
sobre
tlT- S II < E , r ~ '= S '?J
existe entonces exi ste
Demostracion.










Considerernos la siguiente part ie ion del int erva lo (0, M]







4 2( log N) (,\. 1 - A .) A. < E: •r J J (26)
Correspondiente a la parti cion (25) obtenemos la part ic ion del e spae io ~
(ver el Corolario del T eorema 1) :
donde T, 71'Ck es el subespacio correspon -
y mk es el sube spac io correspoll -
·1T'C.o es el nucl eo de






Defillimos los operadores de Schauen, So' Sk' Sj de acuerdo con el Teo-
re ma 2, correspondientes a las restricciones de T a los sube spacios
11(0' rrrrk y mj respe ct.ivarn ente, Entollces
S = To ell
44
t







Por la ohservac ion final del § 2 se puede cons truir un operador de Schauen
S como sigue







Evidentemente se t iene
T~ S~
Si TO] existe, entonces <n'C.o = {OJ ,.
,..,
como Sk ' Sj son inver-
tibles tamhien 10 es el operador S. De (24) tene mos ';
II S'l _ TO] II < E:' en 7rtk J







Sea T un operador acotado, hermitico y pos it ivament e de l'in ido, enton -
ces el operador S en el Teorema 3 es hermitico de la forma :
(Ver la obscrvacion final del § 3) 0
COROLARiO 2.
Sea T un operador tal que Inf~ > o . Dado
IfCiilT
exis-
te un operador de Schatten, S tal que
IIT-S II < E
Demostracion •
En T ~ = ~1 el opcrador T
o1 esta de lin idu y es acot ado •
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Basta entonccs apl icar el Teorema 3 a] operador •
COROLARIO 3.
Sea H un operador hermit ico Y pos it ivam en te defin ido, Dado E> 0
existe un operador de Sehaucn, S = 2.
k
Ilk CPk® CPk r tal que :
II H-S II<E
Demostraeion.
H + I satisface la condic ion del Corolario 2, Iuego e xiste lin operador S 1






Ahora, cons idere mos un operad or T, no necesariamenle acotado, ral que
e l dominio de TOT es denso en el espacio ~ Por 1'1 Corolario 3,
dado E>O exi st e un operador de Schalten
S = loo flk CPk ® CPk
kool ( flk ~ 0)
tal que
II T* T - S II < -f (Supongase
Sean





Por el Corolario I, Lerna I, para todo cP E 17'C. tenemos
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Por e I Corol arlo 2 de e.sre paragraf'o existe un operador de Schauen, S] ,
defin Ido en '}1( , ta] que
II T • S] II <--5:.. , T7fC. srtrc , (29)ft( 2




I \I \ / \I \ I T?'rC:51"(((,
\ I I,








»: /- - /..... -- ./_ ..•--
Fig. 2
lenemos





Dado l/! E 'Jt . descompongamos T ~'i como siguc
De (30) lenemos
o sea
Se define un operador T1 como sigue
,
Tcp si cp E 1TC.
Ill/! = l/!1 = \a proye cc ion de Tl/! sobre @?
De (31) se sigue que
..f..2 .




si l/! E 1'(. •
es acotado
en ITt y T1, ,"W C ~ 0Il.. v. sea





Componiendo los operadores 51 (defin ido en m ) y 52 (del'inido cn
')'( ) se obt iene un operador de Sch at t en , 50 ' cuyas reslri.cc iones a los
subespacios 1'f( y 7( son 51 Y 52 re.spectivame nt e, n, (29)
y (32)
por 10 tan to
•
Asi obt eue mos el s igu ient e teor e ma
TEOREMA 4.
Sea T un operador no necesariamcnLe acot ad o t al que el dominio J0 de
T*T es denso cn ~ • Dado <:: > 0 exi ste un opcrador de Schau.en
50' de lin ido en f) . tal (jue T· 50 es a cotado y :
51
II T.soll < € •
•
Observacion.
Un opcr ador no s iem pre e s aproximahl e por los opcradores de Schallen •
EJE~jPLO 2.
Sea I e1' e2' e3' ••• I un sistema ort onorma l completo en el e spac io
~ y sea JJ cl espac io lineal (no nee es ariam en te cerrado ) det erm ina-




Entonccs el dom in io ,}J de] oper ad or ad junto es
D em ostrae ion.
entonc es
para t odo I e <',<TI,q»=O <1,0> doJ
esto es
*T rp = 0
Sea q> e fI , descompontendo q> como sigue
52
eut once s, para todo fEd....) . tenc mos
o sea




Supongamos que para E = e x is te S tal que
IIS-TII<E.
Sea (k = 1. 2, 3•... )
53





IITCPk II == 1"'£7=lUkj I> IISCPkll-E= l/lkl-' G.
k f h :Para
Por otra parte
-1< TCPk' TCPh> I == I (2.~_ Uk') (Loa uhi) I ~ll/lk I-Ell I /lh I - E I
- J -1 J i= 1
Enlonces :
o sea:
l/lk\ l/l/.,\ ~ 2 E(\ f.Lk\ + liLh\) = liLk! + liLbl.
(1-liLkl)(I-liLhl);£ 1 •
es to es imposible, ya que !iLk I es una s uc es ion no acot ada (T es un
operador no ac otado ).
•
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es he rmit ico hajo la cond icion de Irontera
cp(l) = cp(2) = a
Sean tn las raices de la ccuac ion
Enlonces, los elemenLos propios del operador S corre spondterue s a los
valore s propios ,\ = (t ln n son :
donde C es la con st ante de norma liz ac ion, Por la Leoria de TiLchlllarsh[41n
se sabe que I cp! es lin Stislellla complete. por 10 tanto se t ie ne :n I
[II] Si un op er ador T es de Sch a uen
T
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entonce s se uene :
< cp, • Al rp, >
R, t.
( para rodo k)
esto cs, if; I
Tenemos
( I = I, 2, 3, ... ) perleneccn al dominio de
* _ * _ 2'
Y Y CPk - Y (Ak if;k) - I Ak I CfJk
y*
o,sea :
esto e s, los elemenlos prop io s del opcrador *Y Y forman una basc or-
tonorma ] del esp ac io •
EI op erador ,_1_ x
4x2
es ac ot ado en L2 (l ,2), Y el operador
C~,2Y(47) = 1-- x16 x4
no posee val ores propios , razon por Ia cua I e I operador 4 :2 x no es
de Seh au en •
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